9 класс
Каждая задача оценивается в 7 баллов
9.1. Слева к двузначному числу дописали это же число, но в обратном порядке. Докажите, что получившееся число – составное.


 Доказательство. Обозначим исходное число за . После приписывания слева получим . Второй множитель не меньше 10, а первый равен 11, поэтому полученное число разлагается на неединичные множители и является составным. 
Критерии. За отсутствие упоминания о том, что оба множителя больше 1, снимаем 3 балла. За отсутствие доказательства того, что второй множитель больше 1, снимаем 2 балла.

9.2. Два велосипедиста выехали одновременно из А и Б навстречу друг другу и встретились в 9 км от А. Затем, продолжив движение, доехали до противоположных пунктов, развернулись и поехали обратно,  встретившись снова через час после первой встречи в 7 км от В. Найти скорости велосипедистов.
Ответ. 18 и 22 км в час.
Решение. Из условия следует, что до первой встречи оба велосипедиста в сумме проехали расстояние от А до Б, а между первой и второй встречами – удвоенное расстояние от А до Б. Следовательно, от момента выезда до первой встречи прошло вдвое меньше времени, чем между первой и второй встречами, то есть,  половина часа. Значит, скорость первого велосипедиста равна 18 км в час. До второй встречи он проехал втрое больше, чем до первой, то есть 27 км, и после поворота оказался в 7 км от Б. Значит, расстояние от А до Б равно 20 км. Следовательно, за полчаса до первой встречи второй велосипедист проехал 11 км и его скорость равна 22 км в час.
Критерии. Только угаданный ответ с проверкой: 2 балла. Без проверки: 0 баллов. 

9.3. В остроугольном треугольнике АВС точки А1 и  C1 - основания высот, проведённых из вершин А и C соответственно, Н — точка пересечения высот, Р и Q — середины отрезков   ВН и АС. Доказать, что  РQ и  C1 А1 - перпендикулярны. 













Доказательство. В прямоугольных треугольниках  и  отрезки  и  являются медианами к гипотенузе АС. Следовательно, . Аналогично . Таким образом, треугольники  и  - равнобедренные. Следовательно, серединный перпендикуляр к отрезку  является в обоих треугольниках медианой из вершин  и  соответственно.  Значит,  перпендикулярен .


Критерии. Если доказано, что  треугольники  и  - равнобедренные: 4 балла. Отсюда доказано утверждение задачи: 3 балла. 



9.4. Пусть р простых чисел  являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии и . Доказать, что разность прогрессии делится на р .














Доказательство. Обозначим разность прогрессии через . Рассмотрим остатки от деления чисел  на . Их  штук и они отличны от 0, так как эти числа больше  и простые. Следовательно, среди них есть равные  и .Поэтому  делится на . Разность  меньше  , значит взаимно проста с , поэтому  делится на .


Критерии. За отсутствие упоминания взаимной простоты чисел   и  снимаем 2 балла.  Отсутствие упоминания того, что все остатки отличны от 0: снимаем 4 балла.

9.5. Какое наибольшее число ладей можно разместить на шахматной доске так, чтобы для каждой ладьи либо её горизонталь, либо её вертикаль (либо и та, и другая) были свободны от других ладей?
Ответ. 14.
Решение. Примером расстановки 14 ладей, удовлетворяющем условию задачи, является их расстановка во всех клетках нижней горизонтали и левой вертикали доски, кроме левой нижней клетки. Докажем, что этот пример максимален. Каждая стоящая в соответствии с условием ладья вычёркивает 7 пустых клеток своей горизонтали или вертикали, и каждая пустая клетка может быть вычеркнута не более, чем дважды. Следовательно, n стоящих  в соответствии с условием ладей вычёркивают не менее  3,5n пустых клеток и сами занимают n клеток, всего не менее   4,5n  клеток, что не должно превосходить 64, отсюда  n не больше 14.
Критерии. Пример: 2 балла. Доказательство его максимальности: 5 баллов. Попытка доказательства любого другого ответа: 0 баллов.

10 класс
Каждая задача оценивается в 7 баллов

10.1. На столе стоит кипящий самовар, вода из которого выкипает равномерно. Если пить чай садятся 8 человек, то вода в самоваре заканчивается через 6 минут, а 5 человек опустошают тот же самовар за 9 минут. Сколько времени два человека смогут пить чай из того же самовара? Считаем скорость поглощения чая участниками постоянной по времени и одинаковой для всех.
Ответ. 18 минут.



Решение. Обозначим объём чайника за V, скорость поглощения одним человеком чая за x самоваров в минуту, и скорость выкипания чая – за y самоваров в минуту. Из условия получаем: , откуда . Тогда, так, как пьют двое, в минуту количество воды в чайнике уменьшается на , поэтому два человека опустошат весь самовар за 18 минут.
Критерии. Правильно составлена система уравнений: 4 балла. Только угаданный ответ с проверкой: 1 балл. Без проверки: 0 баллов. 

10.2. На сторонах АВ и ВС остроугольного треугольника АВС взяты точки D и  E соответственно такие, что отрезок AD равен высоте треугольника, опущенной из вершины А, а отрезок CE равен высоте треугольника, опущенной из вершины С. Доказать, что отрезок DE параллелен стороне АС.



Доказательство. Параллельность DE и АС следует из подобия треугольников  АВС и  DBE с соответствующими парами сторон  AB и DB, CB и ВE. Подобие равносильно равенству отношений сторон  BD:AB и BE:BC. Обозначим через  и  высоты из вершин А и С соответственно, и через  а  и с – стороны ВС и АВ. Тогда , что и требовалось доказать.

Критерии. Утверждение о том, что  параллельность DE и АС следует из подобия треугольников  АВС и  DBE с соответствующими парами сторон:2 балла.  Утверждение о том, что  подобие равносильно равенству отношений сторон  BD:AB и BE:BC: 1 балл. За не пояснение равенства  снимаем 1 балл.

10.3.  Десять команд сыграли турнир по волейболу в один круг, при этом каждые две команды встретились между собой ровно один раз и одна из них победила. Известно, что среди любых пяти из них есть одна, выигравшая у остальных четверых. Докажите, что обязательно найдётся команда, выигравшая у всех девяти остальных.
Доказательство. Рассмотрим команду А, выигравшую максимальное количество игр. Из выбора А и условия следует, что А выиграла не меньше, чем у четырёх команд.
Пусть она проиграла некоторой команде Б. Если бы Б выиграла у всех команд, у которых выиграла А, у неё было бы больше очков, чем у А, это противоречит выбору А. Следовательно, есть тройка команд А, Б и В, где А проиграла Б, Б проиграла В, В проиграла А. Добавив к этой тройке любые две отличные от В команды, проигравшие А, получим пятёрку команд, в которой каждая проиграла хотя бы одной команде из этой пятёрки – противоречие с условием. Следовательно, А выиграла у всех остальных команд.
Критерии. Доказано существования тройки  команд А, Б и В, где А проиграла Б, Б проиграла В, В проиграла А: 3 балла. Показано, как, используя эту тройку, получить противоречие: 4 балла. Правильный выбор тройки с отсутствием пояснения, что это можно сделать, так, как кроме В есть ещё не меньше трёх команд, проигравших А: минус 1 балл.  Правильный выбор тройки с отсутствием пояснения, почему в ней нет команды, выигравшей у всех остальных: минус 1 балл.
Замечание. Существование нужной тройки команд можно пытаться показать и по-другому: рассмотрим команду Б, которой проиграла А, затем рассмотрим команду В, которой проиграла Б, и т. д., пока не найдём команду Х, проигравшую А (замкнём цикл). Тогда А,Б и Х будут искомой тройкой. Но тут нужно строго доказывать, что цикл замкнётся именно на А, но не раньше. Если это не сделано: за всё ставим не более 3 баллов.



10.4. Пусть р простых чисел  являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии и . Доказать, что разность прогрессии делится на р.














Доказательство. Обозначим разность прогрессии через . Рассмотрим остатки от деления чисел  на . Их  штук и они отличны от 0, так как эти числа больше  и простые. Следовательно, среди них есть равные  и .Поэтому  делится на . Разность  меньше  , значит взаимно проста с , поэтому  делится на .


Критерии. За отсутствие упоминания взаимной простоты чисел   и  снимаем 2 балла.  Отсутствие упоминания того, что все остатки отличны от 0: снимаем 4 балла.



10.5. Для треугольника с углами А=45°, В=50°, С=85° и длиной стороны ВС= 6 см найти минимальное число  такое, что тремя равными кругами радиуса  можно полностью покрыть данный треугольник.

Ответ. .

Решение. Покажем, что искомым числом будет половина радиуса  описанной окружности этого треугольника. Ввиду остроугольности треугольника, центр описанной окружности и перпендикуляры из него к сторонам лежат внутри треугольника. Построим на отрезках, соединяющих центр описанной окружности с вершинами треугольника, как на диаметрах, три круга, они будут иметь как раз указанный радиус. Каждый из них покрывает четырёхугольник, образованный центром вписанной окружности, соответствующей вершиной и серединами прилегающих к ней сторон, поэтому вместе они покроют весь треугольник. 

С другой стороны, заметим, что синусы углов треугольника больше , поэтому, по теореме синусов диаметры построенных кругов будут меньше длин сторон данного треугольника. Значит, при покрытии треугольника кругами меньшего диаметра каждая вершина будет  содержаться в своём круге, тогда ни один из них не будет покрывать центр описанной окружности треугольника. 
Критерии. Предложен пример с доказательством покрытия треугольника тремя кругами, построенными на радиусах описанной окружности как на диаметрах: 3 балла. Пример без доказательства: 1 балл. Доказательство минимальности найденного радиуса: 4 балла. Если при этом упущено обоснование того, что  каждая вершина будет  содержаться в своём круге: снимаем 2 балла. 

11 класс
Каждая задача оценивается в 7 баллов

11.1. Квадрат простого числа р увеличили на 160 и получили квадрат натурального числа. Найдите  р.
Ответ. 3.

Решение. Обозначим полученное число за x, тогда из условия . Поскольку 164 не полный квадрат, числа р и x нечётны, значит обе скобки должны быть чётными натуральными числами, произведение которых равно 160. Перебираем чётные делители числа 160, получаем возможности: 80 и 2, 40 и 4, 20 и 8. 16 и 10.  В четвёртом случае  р=3. В остальных случаях р не будет простым.
Критерии.  Только угаданный ответ с проверкой: 1 балл. Без проверки: 0 баллов.

11.2.  Круглый торт весом 6 кг разрезали на части тремя прямолинейными разрезами, два из которых проходят через центр торта, а третий нет. Докажите, что вес одной из получившихся частей не менее 1 кг.
Доказательство. Параллельно передвинем разрез, не проходящий через центр торта так, чтобы он проходил через центр, то две самых тяжёлых части будут одинакового веса не меньше  1 кг. Они симметричны относительно центра и не пересекаются с новым разрезом по внутренним точкам. Старый разрез лежит в одной из полуплоскостей, на которые разбивает плоскость новый разрез, а выбранные тяжёлые части — в разных полуплоскостях. Следовательно, часть, лежащая в разных со старым разрезом полуплоскостях, не пересекается с ним. Это и есть искомый кусок весом не менее 1 кг.
Критерии. Если не доказано, что при параллельном сдвиге старого разреза, две самых тяжёлых части будут одинакового веса не меньше  1 кг: снимаем 2 балла. Если не доказано, что  одна из частей не пересекается со старым разрезом: снимаем 3 балла.

11.3. Найдите положительное число, которое образует геометрическую прогрессию вместе со своей целой и дробной частями.

Ответ. . 













Решение. Обозначим искомое число за , его целую и дробную части – за  и  соответственно. Если  меньше 1, то  и указанные числа не могут образовывать геометрическую прогрессию. При  расположим их по возрастанию: , по условию . Отсюда , решая, как квадратное уравнение относительно , получим, с учётом положительности, . Тогда  и .

Критерии. За нерассмотрение случая   меньше 1: снимаем 2 балла. Только угаданный ответ с проверкой: 1 балл. Без проверки: 0 баллов.

11.4. Пусть АР — биссектриса острого угла А треугольника АВС, причём угол АРВ равен 45°. На стороне АС выбрана точка М такая, что  угол РМС тоже равен  45°. Найти величину угла  АМВ.
Ответ.  90°.
Решение.  Пусть Е – точка, симметричная вершине В относительно биссектрисы АР, тогда треугольник ВРЕ – прямоугольный равнобедренный и углы РВЕ и РЕВ равны  45°. Ввиду того, что угол АЕВ равен углу АВЕ и меньше 90° (как углы в равнобедренном треугольнике ВАЕ), величина угла РЕС больше 45° и точка Е лежит на отрезке МС (между М и С). В силу равенства углов РВЕ и РМЕ=РМС=45°, четырёхугольник ВРЕМ вписанный в некоторую окружность, причём угол ВРЕ прямой и ВЕ – диаметр описанной окружности. Тогда и угол ВМЕ, опирающийся на ВЕ, тоже прямой. Следовательно, угол АМВ равен 90°
Критерии. Не доказано, что  точка Е лежит между точками М и С: минус 2 балла.

11.5. В прямоугольной таблице минором порядка два называются любые четыре клетки, стоящие на пересечении некоторых двух строк и двух столбцов этой таблицы. Найти количество способов заполнения таблицы размера 5 на 5 числами от 0 до 9 включительно (в каждую клетку записывается одно число), таких, что сумма чисел в клетках любого её минора порядка два чётна. 
Ответ.  29525.
Решение. Поскольку речь идёт только о чётности, то достаточно определить число Х искомых расстановок нулей и единиц, а затем, произвольно заменяя в клетках нули на любое из пяти чётных чисел, а единицы — на любое из пяти нечётных чисел, получаем, что ответ будет равен 525Х. Покажем, что любая удовлетворяющая условию расстановка 0 и 1 в клетках таблицы однозначно определяется расстановкой 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы, а она может быть произвольной, откуда Х=29. Ответ, таким образом, равен 29525.
Рассмотрим произвольную расстановку нулей и единиц в таблице, удовлетворяющую условию. Обозначим число, стоящее в клетке  i - ой строки и j – ого столбца через aij . Далее все равенства рассматриваются по модулю двух. По условию, aij + a11+ a1j+ ai1=0, следовательно, aij = a11+ a1j+ ai1 (*) для произвольных i,j>1, поэтому вся расстановка однозначно определяется расстановкой 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы. С другой стороны, рассмотрим произвольный минор таблицы,  состоящий из клеток на пересечении  i - ой и j - ой строк и k - ого и l - ого столбцов таблицы. Записав формулы (*) для каждой из четырёх клеток минора и сложив их, мы увидим, что сумма будет чётной, так как каждое из соответствующих чисел первой строки и левого столбца встретится в правых частях формул по два раза или четыре раза. Следовательно, любая  расстановка 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы однозначно определяет удовлетворяющую условию расстановку 0 и 1 во всех клетках таблицы.
[bookmark: _GoBack]Критерии. Не доказано, что любая  расстановка 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы определяет удовлетворяющую условию расстановку 0 и 1 во всех клетках таблицы (то есть, не доказано, что сумма чисел в четырёх клетках любого минора, а не только с угловой клеткой в левой нижней клетке таблицы): минус 4 балла.  Если не доказано, что  расстановка 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы однозначно определяет удовлетворяющую условию расстановку 0 и 1 во всех клетках таблицы: минус 3 балла. Ошибки при подсчёте числа расстановок 0 и 1 в клетках нижнего ряда и левого столбца таблицы: минус 3 балла. Ошибки при подсчёте числа вариантов замен в клетках нулей на любое из пяти чётных чисел, а единиц — на любое из пяти нечётных чисел: минус
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